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مقدمه ١

سر ذرات دارند، کنش برهم ی΋دیΎر با که است ذرات از ای مجموعه از مدل ترین ساده مدل این پرداختیم. آیزینگ مدل دقیق حل به کنون تا

است ساده ͳخیل نیز ذره هر آزادی درجه ندارد. وجود ای ذره بس دستگاه این در ͳجنبش انرژی بنابراین کنند، ͳنم حرکت و اند ساکن خود جای

به ͳخیل نیز ساده مدل همین که دیدیم وجود این با دارد. کنش برهم اش کناری ذره با تنها نیز ذره هر کند. ͳم اختیار را −1 و +1 مقدار دو و

چنین برای اگر کرد. حساب را مدل این پارش تابع توان ͳم بسیار زحمت با هم آن نادری ͳخیل موارد در تنها و دهد ͳم دقیق حل به تن ͳسخت

چند های مول΋ول از که گاز Έی مثل تر ͳواقع های مدل محاسبه که کرد تصور توان ͳم است سخت اندازه این تا پارش تابع محاسبه ای ساده مدل

عملا و دشوار اندازه چه تا دارند کنش برهم هم با Έنزدی و دور های مول΋ول و دارد گوناگون آزادی درجات آن مول΋ول هر و شده تش΋یل ͳاتم

بسط به مربوط درس در است. حل غیرقابل دقیق صورت به که است ای مسئله Έفیزی ͳواقع مسئله هر که گفت توان ͳم واق΄ در است. مم΋ن غیر

ͳم ͳسع اختلال روش در کرد. حل خوب تقریب با را Έفیزی ͳواقع مسایل ͳاختلال های روش از استفاده با توان ͳم چΎونه که دیدیم ای خوشه

در که ͳدقت به بسته توانیم ͳم ترتیب این به دهیم. بسط Έکوچ پارامتر ان به نسبت را پارش تابع و کنیم پیدا مسئله در را ͳ΋کوچ پارامتر کنیم

آوریم. بدست ͳ΋فیزی های کمیت مقدار از خوبی ͳخیل تقریبی نتایج و دهیم بسط Έکوچ پارامتر آن از نیاز مورد رتبه تا را پارش تابع داریم، نظر

ͳم متوسط میدان روش آن به که شویم ͳم آشنا ͳروش با درس این در نیست. کنش بابرهم های سیستم مطالعه روش تنها ای خوشه بسط روش اما
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این هم اش دلیل کند. ͳم ͳبین پیش و توصیف را ای ذره بس دستگاه Έی ͳاساس های ͳویژگ زیاد،  ͳخیل ͳسادگ به و معمولا روش این گویند.

کنش برهم و ذرات می΋روس΋وپی جزییات به کنیم ͳم فکر ما که آنقدرها ای ذره بس دستگاه Έی ͳ΋ترمودینامی خصوصیات از ابسیاری که است

به که بسازیم تری ساده مدل ،ͳاصل خصوصیات گرفتن نظر در با و کنیم نظر صرف جزییات از توانیم ͳم اوقات اغلب ندارد. ͳبستگ آنها های

کند. توصیف را دستگاه آن رفتار خوبی همان

دارد را خودش های بدی و ها خوبی و کنیم ͳم امتحان ای ذره بس های دستگاه مطالعه در که است ای تقریبی روش اولین متوسط میدان روش

قرار ذره Έی ͳ΋نزدی در که ͳذرات آزادی درجات کردن جایΎزین با که است این روش این اساس گاه نظر Έی از پرداخت. خواهیم ها آن به که

این هم دیΎری نظرگاه از دهیم. ͳم کاهش منفرد ذره Έی پارش تابع محاسبه به را پارش تابع محاسبه عملا آزادی درجات آن متوسط با دارند،

ترین ساده در هم باز روش این توصیف به فصل این در است. آنها) کنش برهم نه والبته ) ذرات بین های ͳهمبستگ نگرفتن نظر در حاصل روش

بفهمیم. بهتر را آن های ͳکاست هم و قدرت هم که بود خواهیم قادر متفاوت های زاویه از روش این توصیف با پردازیم. ͳم ͳمغناطیس مدل ͳیعن زمینه،

شیوه این کردن دنبال ͳول شوند، ͳم منجر نتیجه Έی به نیز ها شیوه همه البته که فهمید ͳمتفاوت های شیوه به را متوسط میدان تقریب توان ͳم

کرد: بیان زیر ش΋ل به توان ͳم را ها شیوه این کنند. ͳم Έکم تقریب این از ما تر عمیق فهم به

Έی با آنها اثر کردن جایΎزین دیΎر عبارت به یا آنها متوسط اثر با ذره Έی Έنزدی های همسایه کنش برهم کردن جایΎزین اول: روش •
البته ،١٩٠٧ در ١ وایس پیر بار نخستین را تقریب نوع این ͳتاریخ نظر از است. شده گرفته جا همین از نیز تقریب این نام متوسط. میدان

دیΎر نام دلیل همین به است. برده کار به مغناطیس Έی از تر ͳواقع ͳمدل عنوان به همسانگرد فرومغناطیس برای بل΋ه آیزینگ مدل برای نه

است. شده داده توضیح (٢) بخش در روش این ٢ وایس ͳول΋مول متوسط میدان نظریه روش این

روش این است. ͳول΋مول بین های ͳهمبستگ نگرفتن نظر در همان آن ͳاساس هسته که است، ٣ ویلیامز و براگ کار حاصل که دوم روش •
بالاخره و شود ͳم داده توضیح (٣) بخش در

از هیئت هر احتمال تابع کنیم ͳم ͳسع آن در که است ماکزیمم آنتروپی اصل بر ͳمبتن استدلال این وردش. اصل از استفاده سوم: روش •
گرفتن نظر در با (البته دهیم انجام ها حالت فضای همه روی را ماکزیمم این هرگاه آوریم. دست به آنتروپی کردن ماکزیمم با را ها اسپین

فضای روی فقط را ماکزیمم اگر اما رسیم. ͳم Έکانونی انزامبل در ͳکل توزیع تابع همان به کل) انرژی قید و احتمالات بهنجارش قیدهای

Piere Weiss١

Weiss Molecular Mean Field Theory٢

Bragg and Williams٣
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مدد به (۵) بخش در و شده داده شرح (۴) بخش در روش این رسیم. ͳم متوسط میدان تقریب به مستقیما کنیم، پیدا ضربی احتمال توابع

است. شده استوار تری مح΋م مبنای بر ۴ بوگولوبیف نی΋لای شوروی، اهل فیزی΋دان کار

(١٩٠٩ ‐ ١٩٩٢) بوگولیوبف نی΋لایویچ نی΋لای :١ ش΋ل

بیستم قرن ریاضͳ دانان و نظری فیزی΋دانان تأثیرگذارترین از ͳ΋ی (١٩٩٢ فوریه ١٣ – ١٩٠٩ اوت ٢١) بوگولیوبوف نی΋ولایویچ نی΋لای

و هسته ای نظریه ابررسانایی، نظریه ،ͳکوانتوم میدان نظریه آماری، Έانی΋م** زمینه های در عمده ای سهم او بود. شوروی جماهیر اتحاد

صورت به را او بود، الهیات استاد نیز و کشیش که پدرش و آمد دنیا به نووگورود ͳنیژن در بوگولیوبوف است. داشته ͳغیرخط Έدینامی

جلب را روسیه مشهور ریاضیدان کریلوف نی΋لای توجه و داد ارائه را خود ͳعلم کار اولین ͳΎسال ١۴ در بوگولیوبوف داد. آموزش ͳخصوص

مدرک ͳΎسال ٢١ در و کرد منتشر را خود ͳعلم مقاله نخستین ͳΎسال ١٩ در و شد ͳعلم تحقیقات وارد کریلوف، ͳسرپرست تحت کرد.

گرفت. را خود دکترای

کرد: پا به انقلابی ریاضیات و Έفیزی بنیادی شاخه چندین در بوگولیوبوف

Nikolay Nikolaevich Bogoliubov۴
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معادله های داد. ارائه تعادل از دور و ͳتعادل سیستم های مطالعه برای قدرتمندی روش های :Έترمودینامی و آماری Έانی΋م در ‐ Έی

اوست. ماندگار کارهای از گازها، در ذرات Έدینامی توصیف برای آ BBGKY) (زنجیره بوگولیوبوف حرکت

مرتبه فاز گذار تشخیص برای لانداو‐بوگولیوبوف معیار نهاد. بنا را ابررسانایی نظری پایه های لانداو، همراه به ابررسانایی: نظریه در دو‐

است. هم΋اری این نتایج از دوم،

رابطه در بوگولیوبوف‐پاراسیوک‐هپت قضیه همچنین، کرد. ابداع را بوگولیوبوف‐والاشینکو تبدیل روش :ͳکوانتوم میدان نظریه در ‐ سه

است. شاگردانش و او ͳاساس کارهای از فاینمن، نمودارهای در تکین نقاط با

و داشت. هسته نظریه بر زیادی تأثیر که داد ارائه اتم هسته ساختار توصیف برای را بوگولیوبوف ابرشاره هسته ای:مدل Έفیزی در چهار:

بالاخره

هستند. پرکاربرد ͳ΋دینامی سیستم های برای وی تقریب روش های آشوب: نظریه و ͳغیرخط Έدینامی در پن;:

شوروی در ریاضیات موسسه ترین مهم Έش بدون که بود ب استکلوف ریاضیات موسسه بنیانگذاران از ͳ΋ی و مس΋و ͳدولت دانشΎاه استاد او

شوروی در پایه علوم توسعه در کلیدی نقش که بود توانمندی ͳعلم مدیر بل΋ه الطراف جام΄ و برجسته پژوهشΎر Έی تنها نه بوگولیوبوف بود.

در ١٩٩٢ فوریه ١٣ در او داد. پرورش را برجسته فیزی΋دانان از زیادی نسل های نظری، Έفیزی در بوگولیوبوف م΋تب کرد. ایفا جهان و

شد. سپرده خاک به ͳنووودویچ گورستان در و درگذشت مس΋و
BBGKY Hierarchyآ

Steklov Mathematical Instituteب

مسایل از ͳوسیع گروه برای توان ͳم را متوسط میدان تقریب اما دهیم،  ͳم شرح ͳاسپین سیستم Έی برای را ها روش این درس این در اگرچه

Έنزدی ذرات های کنش برهم که است این روش این ͳاصل ایده برد. کار به نیز Έفیزی از غیر دیΎری های حوزه در ͳحت و مایعات و گازها در

به آن برا نیز ۵ متوسط میدان نظریه نام که است چنان تقریب روش این کاربردهای وسعت کنیم. ͳم جایΎزین متوسط میدان Έی با را ذره Έی به

رود. ͳم کار

Mean Field Theory۵
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وایس پیر روش به متوسط میدان تقریب ٢

با و ی΋دیΎر با را ها دوقطبی های کنش برهم که ای ͳهامیلتون گیریم. ͳم نظر در را ͳفرومغناطیس فاز گذار ۶ متوسط میدان نظریه توصیف برای

است: زیر ش΋ل به کند ͳم توصیف ͳخارج میدان

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj −B
∑
i

Si, (١)

شوند. ͳم شمرده بار دو همسایه اسپین دو هر عبارت این در که کنید دقت است. همسایه های اسپین روی جم΄ معنای به ⟨i, j⟩ علامت آن در که

B ͳخارج میدان تاثیر تحت هم دوقطبی)  (یا اسپین Έی ترتیب این به است. 2J با برابر هم کنار اسپین دو کنش برهم شدت که است این مثل

صورت به که کنیم حساب را پارش تابع که است ͳکاف ای ذره بس سیستم این خواص تمام محاسبه برای دیΎر. های اسپین تاثیر تحت هم و است

است: زیر

Z =
∑
{Si}

eβJ
∑

⟨i,j⟩ SiSj+βB
∑

i Si , (٢)

نوع باشد. بعدی چند یا Έی تواند ͳم شب΋ه این ایم. نکرده اند گرفته قرار آن روی ها اسپین که ای شب΋ه نوع باره در ͳخاص فرض جا این در

به بنابراین استثنایی. بسیار موارد در مΎر است غیرمم΋ن دانیم، ͳم چنانکه پارش، تابع این دقیق محاسبه باشد. نظم بی یا منظم تواند ͳم شب΋ه

و ترین ساده ما دارد. وجود راه چندین متوسط میدان تقریب توصیف برای گوییم. ͳم متوسط میدان تقریب آن به که شویم ͳم متوسل تقریب Έی

کنیم. ͳم انتخاب را راه ترین سرراست

بنویسیم: پارش تابع درون در توانیم ͳم دهیم نشان Ni با را ام i اسپین های همسایه مجموعه اگر

∑
⟨i,j⟩

SiSj =
∑
i

Si

∑
j∈Ni

Sj (٣)

بنویسیم زیر ش΋ل به را بالا عبارت توانیم ͳم دهیم نشان z با را همسایه های اسپین تعداد اگر

∑
⟨i,j⟩

SiSj =
∑
i

Si

∑
j∈Nj

Sj = z

∑
j∈Ni

Sj

z
≈ z⟨S⟩ = zm (۴)

آن در که

m :=
1

z

∑
j∈Ni

Sj (۵)

Mean Field Theory۶
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آید ͳم در زیر صورت به پارش تابع بنابراین است. همسایه های دوقطبی متوسط مغناطش

Z ≈
∑
{Si}

eβ
∑

i Si(Jzm+B), (۶)

دهیم ͳم قرار ͳیعن کنیم ͳم عوض ها اسپین گرمایی متوسط با را m پارامتر حال

⟨S⟩ = m. (٧)

این به گیریم. ͳم ثابت پارامتر Έی را آن پارش تابع محاسبه حین در ͳول کنیم حساب پارش تابع محاسبه از بعد ͳیعن بعدا بایست ͳم را پارامتر این

های اسپین از ای مجموعه به مربوط پارش تابع این زیرا است شده تبدیل ای ذره تک مساله Έی به تقریب این تحت اولیه ای ذره بس مساله ترتیب

بخش و ͳخارج میدان همان میدان، این از ͳبخش اند. گرفته قرار Jzm + B با برابر ͳخارج میدان Έی در هرکدام که است کنش برهم بدون

هر مثل است. متوسط میدان تقریب نیز تقریب این نام دلیل همین به است. مجاور های اسپین تاثیر از ͳناش که است ͳمتوسط میدان آن، از دیΎری

داریم: و شود ͳم حساب ͳسادگ به پارش تابع است کنش برهم بدون های سیستم به مربوط که دیΎری مساله

Z ≈ Z1
N (٨)

است ای ذره تک پارش تابع Z1 که

Z1 =
∑

{Si=±1}

eβSi(Jzm+B) = 2 coshβ(Jzm+B), (٩)

: که معنا این به آید بدست تقریب این سازگاری شرط از بایست ͳم m مقدار

m =
1

N

∂

∂βB
lnZ = tanhβ(Jzm+B). (١٠)

توان ͳم B ثابت مقدار هر ازای به کند. ͳم مرتبط هم به را T و B ، m که دهد ͳم نشان را ͳمغناطیس سیستم حالت معادله واق΄ در رابطه این

میدان در که را ͳمغناطش ͳیعن خودبخود مغناطش بخواهیم اگر کرد. پیدا T و B برحسب را m مقدار و کرد حل Έگرافی ش΋ل به را معادله این

معادله بایست ͳم ͳیعن کنیم حل B = 0 در را معادله این باید کنیم، پیدا دارد وجود صفر ͳمغناطیس

m = tanhβJzm (١١)
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tanh( )
Jzm

kT

m

c
T T>

دارد. صفر حل تنها (١١) معادله است، ͳبحران دمای از بیشتر دما که ͳوقت :٢ ش΋ل

کنیم. حل را

از بیشتر مشتق این هرگاه .βJz با است برابر مشتق این کنیم. تعیین m = 0 در را tanhβJzm تابع مشتق بایست ͳم تقاط΄ نقطه تعیین برای

وجود m برای صفر حل فقط باشد Έی از کمتر مشتق این اگر ͳول دارد. نیز صفر غیر ای حل معادله این که دهد ͳم نشان (٢) ش΋ل باشد، Έی

با: است برابر دما این کنیم. پیدا آید ͳم بوجود بخود خود مغناطش آن از کمتر در که را ای ͳبحران دمای توان ͳم ترتیب این به .٢ ش΋ل دارد،

Tc :=
Jz

k
(١٢)
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tanh( )
Jzm

kT

m

c
T T<

دارد. نیز صفر غیر های حل (١١) معادله است، ͳبحران دمای از کمتر دما که ͳوقت :٣ ش΋ل

ͳبستگ J و ها همسایه تعداد ͳیعن z به گذار دمای دهد. ͳم رخ بخود خود مغناطش Tc از تر پایین دمای در که دهد ͳم نشان (٢) ش΋ل

این در چنین هم دهد. ͳم رخ ͳبحران دمای Έی از تر پایین در بخود خود مغناطش همواره بعدی هر در متوسط میدان تقریب در بنابراین دارد.

آورد. بدست کنش برهم شدت و ها همسایه تعداد ͳیعن می΋روس΋وپی پارامترهای برحسب را ͳبحران دمای توان ͳم تقریب

این جواب Έی چنان هم نیز m = 0 نقطه ͳبحران دمای زیر دمای در کنیم ͳم حل ͳ΋گرافی صورت به را (١١) معادله که ͳوقت تمرین: n

مقدار دو ازای به و m = 0 ازای به را آزاد انرژی مقدار سوال، این به ΁پاس برای گیریم؟ ͳنم نظر در را جواب این چرا است. معادله

باشد. تعادل نقطه تواند ͳنم m = 0 نقطه که دهید نشان کنید. مقایسه هم با را آن و کنید حساب ایم آورده بدست که غیرصفری

در ثابت دمای در ای بسته سیستم هر که دانیم ͳم دهیم. نشان تری دقیق ش΋ل به را موضوع این توانیم ͳم هلمهولتز آزاد انرژی تابع محاسبه با

کمینه مقدار این رسد. ͳم خود کمینه مقدار به انرژی تابع این تعادل حالت در نهایتا و شود کم آن هلمهولتز انرژی تابع که کند ͳم حرکت ͳجهت

ͳم بل΋ه نداریم کاری ͳتعادل مقدارِ این با ما استدلال این در اما کنیم. حساب F = −kT lnZ رابطه از توانیم ͳم ما که است همان ͳتعادل و

به نیاز موضوع این کنیم. حساب را هلمهولتز انرژی تابع F = E − TS رابطه از نیست تعادل حالت الزاما که ͳکل حالت Έی برای خواهیم

٨



دهیم قرار توانیم ͳم F = E − TS رابطه در دارد. بیشتری توضیح

F = E − TS =
∑
α

EαPα − kT
∑
α

Pα lnPα (١٣)

با: است برابر احتمال این که دانیم ͳم تعادل حال در باشد. α می΋روحالت در ͳ΋ترمودینامی دستگاه که است این احتمال Pα آن در که

Pα =
e−βEα

Z

یا و lnPα = −βEα − lnZ نتیجه در و

Eα = −kT lnZ − lnPα.

عبارت بنابراین رسیم. ͳم F = −kT lnZ رابطه به ساده محاسبه Έی با دهیم قرار (١٣) عبارت در را آخری مقدار این Eα بجای اگر

برای را آزاد انرژی تابع که این برای باشد. رسیده تعادل حالت به دستگاه که ͳوقت است آزاد انرژی تابع برای صحیح عبارت F = −kT lnZ

مقدار متوسط، میدان تقریب چارچوب در و منظور این به کنیم. استفاده (١٣) مستقیم رابطه از بایست ͳم آوریم بدست ͳغیرتعادل حالت Έی

ش΋ل به توجه با صورت این در باشد. متفاوت m ͳیعن ͳتعادل مقدار با که بریم ͳم کار به آن برای را نمادی و گیریم ͳم m̃ را اسپین هر متوسط

با: است برابر انرژی ،ͳمغناطیس میدان غیاب در ͳهامیلتون

E = −JN z

2
m̃2. (١۴)

اسپین تا N+ دارای ͳهیئت چنین است. سازگار m̃ اسپین متوسط با که کنیم محاسبه را هایی می΋روحالت تعداد بایست ͳم انتروپی، محاسبه برای

کنند: ͳم صدق زیر شرایط در که است پایین به رو اسپین تا N− و بالا به رو

N+ +N− = N , N+ −N− = m̃N, (١۵)

یا و

N+ =
N

2
(1 + m̃) N− =

N

2
(1− m̃). (١۶)

با: است برابر ها هیئت نوع این تعداد

Ω =
N !

N+!N−!
=

N !

(N(1+m̃)
2 )!(N(1−m̃)

2 )!
(١٧)
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دهیم ͳم نشان و کنیم ͳم استفاده استرلینگ تقریب از

lnΩ = −N
[
1 + m̃

2
ln

1 + m̃

2
+

1− m̃

2
ln

1− m̃

2

]
. (١٨)

داشت: خواهیم بنابراین

F (m̃, T ) = −JN z

2
m̃2 +NkT

[1 + m̃

2
ln

1 + m̃

2
+

1− m̃

2
ln

1− m̃

2

]
(١٩)

در کمینه مقدار بایست ͳم صورت این غیر در و شود حاصل m̃ = 0 در تابع این کمینه مقدار بایست ͳم باشد نظم بی سیستم تعادل حالت در اگر

رابطه از دهیم. ͳم بسط m̃ = 0 نقطه ͳ΋نزدی در را هلمهولتز تابع بنابراین شود. حاصل متفاوت ای نقطه

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·

آوریم: ͳم بدست کردن محاسبه ͳکم از بعد دهیم. ͳم بسط را F تابع و کنیم ͳم استفاده

F (m̃, T ) = −NkT ln 2 +
N

2
(kT − Jz)m̃2 +

NkT

3
m̃4 + · · · (٢٠)

که است چیزی همان هلمهولتز تابع که شویم ͳم متوجه کنیم، رسم T < Tc = Jz
k و T > Tc = Jz

k حالتِ دو برای را تابع این اگر حال

در کمینه ی نقطه Έی دارای باشد، T > Tc اگر هلمهولتز تابع کمینه ی نقطه که دهد ͳم نشان ش΋ل این است. شده داده نشان (۴) ش΋ل در

در که دهد ͳم نشان ش΋ل این ی΋دیΎرند. قرینه که است صفر غیر کمینه ی نقطه دو دارای تابع این است، T < Tc که ͳوقت اما است. m = 0

تعریف با کرد. بیان هم تر ΀واض صورت به توان ͳم را نتایج این دارد. وجود بخود خود مغناطش پیدایش ام΋ان است ͳبحران دمای زیر که دمایی

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به توان ͳم را آزاد انرژی عبارت Tc := Jz
k

F (m̃, T ) = NkT
[
− ln 2 +

1

2
(1− Tc

T
)m̃2 +

1

3
m̃4 + · · ·

]
. (٢١)

شود: ͳم زیر معادله به منجر ∂F
∂m̃ = 0 معادله حل با تابع این نیمم ͳم

(1− Tc
T
)m̃+

4

3
m̃3 = 0. (٢٢)

دارای معادله این باشد T < Tc که ͳوقت است. نظم بی حالت دهنده نشان که دارد m̃ = 0 جواب Έی فقط باشد T > Tc که ͳوقت معادله این

جواب سه

m̃ = 0, m̃ = ±
√

3(Tc − T )

T
, (٢٣)

هستند. نیمم ͳم نقاط دهنده نشان دیΎر جواب دو و ماکزیمم Έی دهنده نشان ͳاول که است.
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تمرین: n

ͳیعن شود، کمینه هلمهولتز تابع که آید ͳم بدست ای نقطه در دهیم، ͳم نشان m با را آن که مغناطش ͳتعادل مقدار که دانیم ͳم الف:

∂F

∂m̃
|m̃=m= 0. (٢۴)

شود: ͳم تعادل حالت در متوسط مغناطش برای زیر رابطه به منجر بالا (١٩) معادله که دهید نشان

m = tanh(
zJ

kT
m). (٢۵)

در سپس بیاورید. بدست T < Jz
k = Tc و T > Jz

k = Tc دمای برای را آن کمینه ی نقطه و بΎیرید نظر در را (٢٠) معادله حال ب:

به ارتفاع این چΎونه شود؟ ͳم چقدر سد این ارتفاع N −→ ∞ حد در آورید. بدست را کمینه نقطه دو بین پتانسیل سد ارتفاع T < Tc

بفهمیم؟ را تقارن ش΋ست که کند ͳم Έکم ما

m̃
<latexit sha1_base64="rRQ7r9/WmtPyJ5ieCAycueGhF8g=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbHW9Wlm2ARXJWZutCNWHTjsoK9SDuUTCZtQ5PMkJwRytCncONCEXHni7h3I76N6WWhrT8EPv7/HHLOCRPBDXjet5NbWl5ZXcuvuxubW9s7hd29uolTTVmNxiLWzZAYJrhiNeAgWDPRjMhQsEY4uBrnjXumDY/VLQwTFkjSU7zLKQFr3bWBi4hlctQpFL2SNxFeBH8GxYsP9zx5+3KrncJnO4ppKpkCKogxLd9LIMiIBk4FG7nt1LCE0AHpsZZFRSQzQTYZeISPrBPhbqztU4An7u+OjEhjhjK0lZJA38xnY/O/rJVC9yzIuEpSYIpOP+qmAkOMx9vjiGtGQQwtEKq5nRXTPtGEgr2Ra4/gz6+8CPVyyT8plW/8YuUSTZVHB+gQHSMfnaIKukZVVEMUSfSAntCzo51H58V5nZbmnFnPPvoj5/0Hk8uT6Q==</latexit>

F (m̃, T )
<latexit sha1_base64="Dmup6UIjgpXQW9fAnD3woGPPkTw=">AAAB9XicbVDLSgMxFM3UV62vqks3oUWoKGWmLnQ5KIjLCn1BZyyZNNOGJpkhySjD0L9w4caFIm79F3f9G9PWhbYeuHA4517uvSeIGVXatidWbmV1bX0jv1nY2t7Z3SvuH7RUlEhMmjhikewESBFGBWlqqhnpxJIgHjDSDkbXU7/9QKSikWjoNCY+RwNBQ4qRNtL9TcXTlPVJxsdnjZNesWxX7RngMnF+SNkteadPEzet94pfXj/CCSdCY4aU6jp2rP0MSU0xI+OClygSIzxCA9I1VCBOlJ/Nrh7DY6P0YRhJU0LDmfp7IkNcqZQHppMjPVSL3lT8z+smOrz0MyriRBOB54vChEEdwWkEsE8lwZqlhiAsqbkV4iGSCGsTVMGE4Cy+vExatapzXq3dOWX3CsyRB0egBCrAARfABbegDpoAAwmewSt4sx6tF+vd+pi35qyfmUPwB9bnN8BSlQA=</latexit>

F (m̃, T )
<latexit sha1_base64="Dmup6UIjgpXQW9fAnD3woGPPkTw=">AAAB9XicbVDLSgMxFM3UV62vqks3oUWoKGWmLnQ5KIjLCn1BZyyZNNOGJpkhySjD0L9w4caFIm79F3f9G9PWhbYeuHA4517uvSeIGVXatidWbmV1bX0jv1nY2t7Z3SvuH7RUlEhMmjhikewESBFGBWlqqhnpxJIgHjDSDkbXU7/9QKSikWjoNCY+RwNBQ4qRNtL9TcXTlPVJxsdnjZNesWxX7RngMnF+SNkteadPEzet94pfXj/CCSdCY4aU6jp2rP0MSU0xI+OClygSIzxCA9I1VCBOlJ/Nrh7DY6P0YRhJU0LDmfp7IkNcqZQHppMjPVSL3lT8z+smOrz0MyriRBOB54vChEEdwWkEsE8lwZqlhiAsqbkV4iGSCGsTVMGE4Cy+vExatapzXq3dOWX3CsyRB0egBCrAARfABbegDpoAAwmewSt4sx6tF+vd+pi35qyfmUPwB9bnN8BSlQA=</latexit>

T > Tc
<latexit sha1_base64="6OdbGJhkfL4u2aTkP4rGyl4pOqs=">AAAB7HicbZC7SgNBFIbPxluMt6hgYzMYBKuwGwutJMTGMoHdJJAsYXYymwyZnV1mZoWw5BlsLBSxtfMtfAI7G5/FyaXQxB8GPv7/HOacEyScKW3bX1ZubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNVWcSkI9EvNYtgOsKGeCepppTtuJpDgKOG0Fo9tp3rqnUrFYuHqcUD/CA8FCRrA2lufeuD3SK5bssj0TWgVnAaXqSeObvdc+6r3iZ7cfkzSiQhOOleo4dqL9DEvNCKeTQjdVNMFkhAe0Y1DgiCo/mw07QefG6aMwluYJjWbu744MR0qNo8BURlgP1XI2Nf/LOqkOr/2MiSTVVJD5R2HKkY7RdHPUZ5ISzccGMJHMzIrIEEtMtLlPwRzBWV55FZqVsnNZrjScUrUGc+XhFM7gAhy4gircQR08IMDgAZ7g2RLWo/Vivc5Lc9ai5xj+yHr7ASoZkfY=</latexit>

T < Tc
<latexit sha1_base64="Qz0XgwWrTOlaDvHkPJb7xnPxZ/o=">AAAB7HicbZC7SgNBFIbPxluMt6hgYzMYBKuwGwstLEJsLBPYTQLJEmYns8mQ2dllZlYIS57BxkIRWzvfwiews/FZnFwKTfxh4OP/z2HOOUHCmdK2/WXl1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUVPFqSTUIzGPZTvAinImqKeZ5rSdSIqjgNNWMLqd5q17KhWLhavHCfUjPBAsZARrY3nujdsjvWLJLtszoVVwFlCqnjS+2Xvto94rfnb7MUkjKjThWKmOYyfaz7DUjHA6KXRTRRNMRnhAOwYFjqjys9mwE3RunD4KY2me0Gjm/u7IcKTUOApMZYT1UC1nU/O/rJPq8NrPmEhSTQWZfxSmHOkYTTdHfSYp0XxsABPJzKyIDLHERJv7FMwRnOWVV6FZKTuX5UrDKVVrMFceTuEMLsCBK6jCHdTBAwIMHuAJni1hPVov1uu8NGcteo7hj6y3HycLkfQ=</latexit>

برای بنابراین و آید ͳم بدست متوسط میدان تقریب از تابع این .ͳبحران دمای از تر پایین یا بالاتر دمای برای آیزینگ مدل آزاد انرژی تابع :۴ ش΋ل

نیست. معتبر بعد Έی
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براگ‐ویلیامز روش به آیزینگ مدل تقریبی حل ٣

حاصل صورت به را ها اسپین احتمال تابع واق΄ در ندارد. وجود ها اسپین بین ͳهمبستگ که کردیم فرض معنا Έی به متوسط میدان تقریب در ٧

و رویم ͳم فراتر تقریب این از ͳکم ویلیامز و براگ توسط شده ابداع روش در حال گرفتیم. نظر در ها اسپین تک تک احتمال توابع از ضربی

گرفتن نادیده از ͳول است. تقریبی بازهم بریم ͳم کار به ها ͳهمبستگ این گرفتن نظر در برای که ͳروش البته گیریم. ͳم نظر در را ها ͳهمبستگ

برای (بنابراین گیریم. ͳم z را اسپین هر های همسایه تعداد بΎیرید. نظر در نیست هم دوبعدی الزاما که منظم شب΋ه Έی است. بهتر مسلما آنها

دانیم ͳم گیریم. ͳم N با برابر را ها اسپین کل تعداد ( است. ۶ با برابر م΋عبی بعدی سه شب΋ه برای و ۴ با برابر عدد این ͳمربع بعدی دو شب΋ه

یی متغیرها که شود ͳم معلوم کنیم فکر که ͳکم اما آید. ͳم بدست ها (s1, s2, · · · sN ) ͳیعن ها اسپین های وضعیت روی جم΄ با پارش تابع که

برابر ͳمنف های اسپین تعداد و N+ با برابر مثبت های اسپین تعداد که کنید فرض ͳروحالت΋می هر در هستند. کمتر بزنیم جم΄ ها آن روی باید که

بنابراین است. N− با

N+ +N− = N.

داریم: می΋روحالت همین در حال

N++ = هم کنار در ++ های اسپین تعداد

N−− = هم کنار در ‐ ‐ های اسپین تعداد

N+− = هم کنار در + ‐ های اسپین تعداد (٢۶)

نوشت: زیر ش΋ل به را می΋روحالت Έی انرژی توان ͳم ترتیب این به

E = −J (N++ +N−− −N+−)−B(N+ −N−) (٢٧)

داریم: واق΄ در نیستند. مستقل ی΋دیΎر از متغیرها این همه اما

N+ +N− = N. (٢٨)

بΎیرید. نظر در را مشخص می΋روحالت Έی کنیم. ͳم توجه زیر استدلال به روابط این فهم برای دارد. وجود نیز متغیرها بین بیشتری روابط اما

برابر مثبت های اسپین همه حول اتصالات تعداد بنابراین دارد. وجود اتصال تا z مثبت اسپین هر حول می΋روحالت، این در را مثبت های اسپین

Bragg-Williams٧
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اسپین همه برای را کار این ͳوقت البته .N+− حالت در بقیه و هستند ++ حالت در آنها تای N++ تعداد اتصال تعداد این از .zN+ با است

داریم: بنابراین شوند. ͳم شمرده بار دو ++ اتصالات که شویم ͳم متوجه دهیم انجام مثبت های

zN+ = 2N++ +N+− (٢٩)

آوریم: بدست و دهیم انجام ͳمنف های اسپین برای توانیم ͳم را کار همین

zN− = 2N−− +N+−. (٣٠)

متغیری دو هر توانیم ͳم نیست. بییشتر تا دو مستقل متغیرهای تعداد دهد ͳم نشان که آوردیم بدست رابطه سه داشتیم که متغیری پن; بین بنابراین

خواهیم صورت این در کنیم. ͳم انتخاب را N++ و N+ متغیرهای مثال عنوان به کنیم. انتخاب مستقل متغیرهای عنوان به خواهیم ͳم که را

داشت:

N− = N −N+, N+− = zN+ − 2N++, (٣١)

و

N−− =
1

2
(z(N −N+)− (zN+ − 2N++)) =

1

2
(zN − 2zN+ + 2N++) (٣٢)

شد: خواهد نوشته زیر ش΋ل به می΋روحالت هر انرژی نتیجه در

E(N+, N++) = −J
2
zN − J(4N++ − 2zN+)−B(2N+ −N) (٣٣)

شود: ͳم نوشته زیر صورت به نیز پارش تابع و

Z = e
βJzN

2

∑
microstates

eβJ(4N+++2zN+)+βB(2N+−N). (٣۴)

و ͳراحت به پارش تابع دهیم، این ربط N+ به تنها بودیم توانسته را انرژی اگر بزنیم. جم΄ ها می΋روحالت تمام روی بایست ͳم پارش تابع این در

نوشتیم: ͳم واق΄ در شد. ͳم حساب تقریبی هیچ بدون

Z =

N∑
N+=0

(
N

N+

)
e−βE(N+). (٣۵)
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است. نکته همین در ویلیامز و براگ ابتکار کنیم. مرتبط N+ به را N++ تقریب Έی در بایست ͳم بنابراین هست. هم N++ تابع انرژی ͳول

مغناطش همان جز نیست چیزی واق΄ در که کرد تعریف را برد بلند نظم نوع Έی توان ͳم ͳاسپین سیستم این در که کنیم ͳم دقت آن فهم برای

شود: ͳم تعریف زیر صورت به که شده ایجاد

m :=
N+ −N−

N
=

2N+ −N

N
, (٣۶)

یا

N+ = N
1 +m

2
. (٣٧)

با: است برابر باشد مثبت حالت در اسپین Έی که این احتمال

P (+) =
N+

N
=

1 +m

2
. (٣٨)

خود از کنیم. ͳم تعریف صورت این به را برد کوتاه نظم این است. تشخیص قابل ͳاسپین سیستم این در هم برد کوتاه نظم نوع Έی این بر علاوه

برد کوتاه نظم باشد بالاتر درصد این که چه هر کند. ͳم همراستا خود با را اش همسایه های اسپین از درصدی چه مثبت اسپین Έی که پرسیم ͳم

تعداد نسبت با است برابر احتمال این دهیم. ͳم نشان P (++) با را باشند ++ حالت در همسایه اسپین دو که این احتمال واق΄ در است. بیشتر

 :ͳیعن اتصالات، کل به ‐مثبت مثبت های اسپین

P (++) =
N++
1
2zN

. (٣٩)

حضور احتمال ͳیعن اند،  مربوط هم به ای ساده روش به برد کوتاه نظم این و برد بلند نظم آن که است فرض این بر ͳمبتن ویلیامز، ‐ براگ تقریب

یا است ی΋دیΎر کنار در آنها ͳتصادف حضور از ͳناش هم کنار در مثبت های اسپین

P (++) = P (+)P (+), (۴٠)

که معناست این به که

N++
1
2zN

= (
N+

N
)2. (۴١)

گیریم:  ͳم نتیجه رابطه این از

N++ =
1

2
zN(

N+

N
)2 =

1

2
zN(

1 +m

2
)2. (۴٢)
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داشت: خواهیم عبارت این کردن ساده از پس آوریم. ͳم بدست m متغیر حسب بر را انرژی (٣٣) عبارت در مقادیر این جایΎذاری با

E = −N
[
Jz
m2

2
+Bm

]
. (۴٣)

بنویسیم: و کنیم استفاده استرلینگ تقریب از توانیم ͳم چنین هم

(
ln(N

N+)

)
= lnN !− lnN+!− ln(N −N+)! = N lnN −N+ lnN+ − (N −N+) ln(N −N+)

− N
[
(
1 +m

2
) ln(

1 +m

2
) + (

1−m

2
) ln(

1−m

2
)
]
=: NH(m). (۴۴)

صورت به پارش تابع بنابراین کند. ͳم اختیار 1 و −1 بین را ای پیوسته مقدار هر m کند، ͳم اختیار N تا صفر از را مقداری هر N+ که آنجا از

شد: خواهد نوشته زیر

Z =

∫
dme

βN

[
H(m)+Jzm2

2 +Bm

]
=

∫
dmeβF (m). (۴۵)

با: است برابر اش ΁پاس کرد. حل ͳزین نقطه تقریب از استفاده با توان ͳم را انتگرال این است، بزرگ ͳخیل N که آنجا از

Z ≈ eF (m0)
√
2π|F ′′(m0)| (۴۶)

آید: ͳم بدست زیر معادل حل با ماکزیمم نقطه این است. ماکزیمم F (m) تابع آن در که است ای نقطه m0 آن در که

F ′(m) |m=m0= 0 (۴٧)

یا و

−1

2
ln(

1 +m0

2
) +

1

2
ln(

1−m0

2
) + βJzm0 +B = 0. (۴٨)

نوشت: زیر ش΋ل به توان ͳم را معادله این که دهید نشان تمرین: n

m0 = tanh(β(Jzm0 +B)). (۴٩)

تبدیل m0 = tanhβJzm0 آشنای رابطه به ͳمغناطس میدان غیاب در و دهد ͳم نشان را ͳمغناطیس سیستم این حالت معادله واق΄ در رابطه این

است. بخود خود مغناطش دارای سیستم این T < T0 := Jz
k دمای در که دهد ͳم نشان و ایم شده آشنا آن با گذشته های درس در که شود ͳم

١۵



متوسط میدان تقریب و بیشینه آنتروپی اصل ۴

همواره  (ͳغیرتعادل چه ͳتعادل شبه فرایندهای (چه دهد ͳم رخ که فرآیندی هر بسته سیستم Έی در که کند ͳم بیان ماکزیمم انتروپی اصل دانیم ͳم

بیان Έی باشد. رسیده خود مقدار بیشترین به آن در انتروپی که است ͳحالت تعادل حالت و دارد ͳم نگاه ثابت یا دهد ͳم افزایش را سیستم آنتروپی

مانده ͳباق ثابت سیستم آزاد انرژی که شود ͳم باعث فرایندی هر است گرفته قرار معین دمای در که سیستم Έی در که است این قضیه این از دیΎر

را باشد C حالت در سیستم که این احتمال هرگاه باشد. رسیده خود مقدار کمترین به آزادش انرژی که رسد ͳم ͳحالت به تعادل در و یابد کاهش یا

شود: ͳم داده نشان زیر تابع با سیستم آنتروپی دهیم نشان P (C) با

S = −k
∑
C

P (C) lnP (C). (۵٠)

با برابراست آزادش انرژی است گرفته قرار T دمای در که ͳسیستم

F = E − TS =
∑
C

E(C)P (C) + kT
∑
C

P (C) lnP (C). (۵١)

که: آوریم ͳم بدست ساده محاسبه Έی با دهیم قرار صفر با برابر ها P (C) به نسبت را تابع این وردش هرگاه

P (C) =
1

Z
e−βE(C), (۵٢)

وردش که کنید دقت بیاوریم. بدست را بولتزمن احتمال تابع توانیم ͳم ماکزیمم انتروپی اصل از ترتیب این به است. بولتزمن احتمال تابع همان که

تابع آوریم ͳم بدست که چیزی بدهیم انجام احتمال توابع از مجموعه زیر Έی در را وردش اگر و ایم گرفته احتمال توابع ͳتمام به نسبت را بالا

بریم. ͳم ب΋ار ایزینگ مدل برای را روش این حال است. آن از تقریبی بل΋ه نیست دقیق پارش

زیر: جنس از ͳتوابع ͳیعن باشند ضربی نوع از که گیریم ͳم وردش ͳاحتمال توابع بین در فقط را (۵١) عبارت

P (S1, S2, · · ·SN ) = P (S1)P (S2) · · ·P (SN ). (۵٣)

متوسط اگر .P (S) با است برابر ها اسپین دیΎر از مستقل کند اختیار را S مقدار معین اسپین Έی که این احتمال که ایم کرده فرض ترتیب این به

داشت: خواهیم دهیم نشان m با را اسپین Έی

P (1)− P (−1) = m, P (1) + P (−1) = 1 (۵۴)

نتیجه در و

P (1) =
1 +m

2
, P (−1) =

1−m

2
(۵۵)
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یا و

P (S) =
1 +mS

2
. (۵۶)

داشت خواهیم صورت دراین

E = ⟨H⟩ = −J
∑
⟨i,j⟩

⟨SiSj⟩ −
∑
i

B⟨Si⟩ = −1

2
JNzm2 −NBm (۵٧)

و

S = −Nk
(
1 +m

2
ln

1 +m

2
+

1−m

2
ln

1−m

2

)
. (۵٨)

نتیجه در و

F = −1

2
JNzm2 −NBm+NkT

(
1 +m

2
ln

1 +m

2
+

1−m

2
ln

1−m

2

)
. (۵٩)

قرار صفر مساوی m به نسبت را F مشتق بنابراین کند. اختیار را خود مقدار کمترین F که کنیم انتخاب چنان خواهیم ͳم را m مقدار حال

آوریم: ͳم بدست دهیم. ͳم

Jzm+B =
1

2
kT ln

1 +m

1−m
(۶٠)

راست طرف ͳبازنویس با یا و

m = tanhβ(Jzm+B) (۶١)

بودیم. آورده بدست قبلا که است ای رابطه همان که
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متوسط میدان تقریب و ͳوردش اصل ۵

تمام بین از خواهیم ͳم است. ٨ ͳوردش اصل بر ͳمبتن روش این کنیم. استفاده متوسط میدان تقریب فهم برای نیز دیΎر شیوه Έی از توانیم ͳم

دانیم ͳم که چرا کند. ͳم نیمم ͳم را آزاد انرژی تابع که کنیم پیدا را ͳاحتمال تابع آن سازگارند، دستگاه Έی ͳخارج های قید با که ͳاحتمال توابع

کنیم، جستجو احتمال توابع همه بین حالت این یافتن برای اگر کند. ͳم کمینه را آزاد انرژی که است ͳحالت همان تعادل، حالت ثابت دمای در

ͳم ͳوردش اصل Έی از استفاده با اما است. بزرگ اندازه بی فضای Έی در جستجو نیازمند کار این اما کنیم ͳم پیدا را تعادل ͳواقع حالت حتما

صورت به سیستم Έی ͳهامیلتون که کنید فرض رسید. نخواهیم آن ͳواقع کمینه مقدار به اگرچه کنیم،  کمینه را آزاد انرژی تابع ام΋ان حد تا توانیم

باشد: زیر

H = H0 +H1, (۶٢)

بنویسیم: توانیم ͳم صورت این در کنیم. حساب ͳبراحت را آن پارش تابع توانیم ͳم ما که است ͳهامیلتون Έی H0 آن در که

Z =
∑
C

e−βH0−βH1 = Z0

∑
C e

−βH0−βH1

Z0
, (۶٣)

آن در که

Z0 :=
∑
C

e−βH0 (۶۴)

بنویسیم توانیم ͳم صورت این در است. H0 ͳهامیلتون با ͳسیستم پارش تابع

Z = Z0⟨e−βH1⟩0, (۶۵)

تابع که گیریم ͳم ͳهامیلتون از ͳقسمت آن را H0 معمولا است. شده حساب H0 ͳهامیلتون برای متوسط این که است ͳمعن این به ⟨, ⟩0 آن در که

ادامه در مهم نکته ندارد. کنیم ͳم اکنون که ͳبحث در تاثیری و نیست ͳالزام امر این البته کنیم. حساب دقیق صورت به توانیم ͳم را آن پارش

. است مقعر تابع Έی ex تابع کنیم دقت که است این استدلال

دهند ͳم تش΋یل را احتمال توزیع Έی که p2 و p1 عدد دو هر ازای به زیر خاصیت که کنید قان΄ را خودتان ex تابع ش΋ل رسم با تمرین: n

است: برقرار

p1e
x1 + p2e

x2 ≥ ep1x1+p2x2 . (۶۶)
Variational Principle٨
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برقرار زیر خاصیت p احتمالِِِ توزیع تابع هر ازای به که دهید نشان و دهید تعمیم نقطه N به را بود نقطه دو برای فقط که ͳقبل رابطه تمرین: n

است:

∑
i

pie
xi ≥ e

∑
i pixi . (۶٧)

: نوشت زیر صورت به توان ͳم را اخیر رابطه

⟨ex⟩ ≥ e⟨x⟩. (۶٨)

شود: ͳم زیر رابطه به منجر (۶۵) رابطه با آن ترکیب جمله از دارد. زیادی کاربردهای که است ͳمهم رابطه رابطه،  این

Z ≥ Z0e
−β⟨H1⟩0 , (۶٩)

طرفین لΎاریتم محاسبه از پس یا و

F ≤ F0 + ⟨H1⟩0. (٧٠)

انرژی برای بالا حد Έی ͳول نیست آزاد انرژی خود چه اگر که کنیم پیدا ͳتابع توانیم ͳم همواره H0 +H1 به H جداسازی با ترتیب این به

بالای حد کنیم حساب پارامترها این به نسبت را F0 + ⟨H1⟩0 کمینه مقدار سپس و دهیم قرار اختیاری پارامترهای H0 تابع در هرگاه است. آزاد

انتظارداریم باشد، تر هوشمندانه آنها انتخاب که چقدر هر و باشد، بیشتر پارامترها این تعداد که چقدر هر آوریم. ͳم بدست آزاد انرژی برای خوبی

به را متوسط میدان تقریب توانیم ͳم مقدمه این از استفاده با باشد. تر Έنزدی آزاد انرژی به آوریم، ͳم بدست آزاد انرژی برای که بالایی حد که

دهیم: ͳم قرار و گیریم ͳم نظر در را آیزینگ مدل هم باز بفهمیم. بالا صورت به ͳوردش روش Έی عنوان

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj −B
∑
i

Si = −(B + λ)
∑
i

Si − J
∑
⟨i,j⟩

SiSj + λ
∑
i

Si = H0 +H1, (٧١)

ایم نوشته ͳهامیلتون دو مجموع صورت به را ͳهامیلتون ترتیب این به ندارد. ͳخاص معنای هیچ و است ͳدلبخواه پارامتر Έی λ درآن که آن در که

کنیم: حساب توانیم ͳم ͳبراحت را آنها از ͳ΋ی به مربوط پارش تابع که

H0 = −(B + λ)
∑
i

Si, H1 = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj + λ
∑
i

Si. (٧٢)

که ایم دیده قبلا

Z0 =
(
2 coshβ(B + λ)

)N (٧٣)
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نتیجه. در و

F0 = −NkT ln
(
2 coshβ(B + λ)

)
(٧۴)

آوریم ͳم بدست است، کنش برهم بدون های اسپین به مربوط که Z0 پارش تابع از استفاده با

m ≡ ⟨Si⟩0 = tanhβ(B + λ). (٧۵)

که شود ͳم معلوم است، کنش برهم بدون ͳهامیلتون Έی H0 که این گرفتن نظر در با و متوسط این داشتن دست در با

⟨H1⟩0 = −1

2
NJzm2 +Nλm (٧۶)

است. برقرار λ مقادیر همه برای زیر نامساوی که کند ͳم بیان ͳوردش اصل حال

F ≤ −NkT ln
(
2 coshβ(B + λ)

)
− 1

2
NJzm2 +Nλm =: NF (٧٧)

باید دلیل همین به ماند. خواهد ͳباق برقرار نامساوی بازهم و آوریم بدست کند ͳم نیمم ͳم را آن که λ از مقداری برای را راست طرف توانیم ͳم

جایΎزین m به نسبت گیری مشتق با توانیم ͳم را گیری مشتق این که دانیم ͳم (٧۵) رابطه از اما کنیم. حساب λ به نسبت را راست طرف مشتق

نویسیم: ͳم بنابراین کنیم.

∂F
∂m

= −kT tanhβ(B + λ)(β
∂λ

∂m
)− Jzm+ λm

∂λ

∂m
(٧٨)

داشت: خواهیم و شود ͳم ساده رابطه این

λ = Jzm (٧٩)

هم به را ͳمغناطیس میدان و دما مغناطش، که رسیم ͳم متوسط میدان حالت معادله همان یا نهایی رابطه به (٧۵) در رابطه این از λ جایΎذاری با

کند. ͳم مرتبط

m = tanhβ(B + Jzm). (٨٠)

ایم. آورده بدست هم دیΎر های راه از که است ای معادله همان ای
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پایرلز روش و متوسط میدان روش از گذار دمای مقایسه ۶

صورت به را ͳبحران دمای مقدار دادیم انجام متوسط میدان نظریه اساس بر حال به تا که هایی استدلال در

Tc(MeanField) =
Jz

k

صورت به پایرلز استدلال از ͳبحران دمای انکه حال و آوردیم بدست

Tc(Peierls) =
J

k ln(z − 1)

تعداد نقش که رسد ͳم نظر به اند، اما آمده پدید ͳکیف استدلالهای از آوریم ͳم بدست ͳبحران دمای برای که ͳعبارت دو هر چه اگر آید. ͳم بدست

ͳعل است. مخرج در ͳدوم در و صورت در z ͳیعن ها همسایه تعداد ͳاول در زیرا است، ی΋دیΎر وارون کاملا استدلال دو این در z ͳیعن ها همسایه

ͳبحران دمای مقدار دو هر چون باشد، ͳنگران موجب زیاد نباید رابطه دو این در است، Έی مرتبه از عددی که ها همسایه تعداد ͳوارون القاعده

ͳاستدلال اگر بود خواهد جالب بازهم اما گرفت. جدی چندان نباید را Έی مرتبه از عددی ضرایب و ایم آورده بدست ͳکیف استدلال اساس بر را

اسپین محاصره در اسپین Έی وضعیت بر ما تاکید متوسط، میدان تقریب در کرد. استدلال زیر ش΋ل به توان ͳم کنیم. پیدا نقش ͳوارون این برای

همسایه اثر کار این برای است. پایدر حد چه تا خود به خود نظم پیدایش صورت در اسپین این وضعیت ببینیم خواهیم ͳم است. اش همسایه های

متوسط میدان Έی قالب در و ͳخط صورت به ها

Beff ∼ zm

است صفر آن مقدار که ͳوقت اسپین Έی انرژی تفاوت بود. خواهد Jzm2 صورت به میدان این در m اسپین̥ Έی انرژی نتیجه در شود. ͳم ظاهر

قادر شوند ͳم سنجیده kT با که گرمایی خیزهای و افت آیا که است این سوال حال است. Jz مرتبه از است پایین یا بالا آن جهت که ͳوقت از

به فاز گذار دمای جا همین از و رود ͳم بین از نظم این باشد kT > Jz اگر که است این ΁پاس نه؟ یا ببرند بین از را ͳمغناطیس نظم که هستند

شود. ͳم پدیدار Tc = Jz
k تقریبی صورت

خواهیم ͳم است. برگشته های اسپین از هایی قطره یا ها جزیره ͳتجمع اثرات و آنتروپی محاسبه بر ما تاکید پایرلز، استدلال در دیΎر طرف از

را انتروپی افزایش که است دلیل همین به کنند. غلبه انرژی بر که بود خواهد اندازه آن به قطرات این توسط شده ایجاد آنتروپی موق΄ چه بدانیم

با است برابر که کنیم ͳم حساب

∆S ∼ ln(
N(z − 1)L

L
) ∼ L ln(z − 1) (٨١)
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رابطه به منجر که

∆F ∼ 2JL− kTL ln(z − 1) (٨٢)

شود. ͳم Tc = 2J
ln(z−1) ͳبحران دمای و

΁پاس تابع و ͳهمبستگ رابطه ٧

شود: ͳم تعریف زیر صورت به j نقطه در دیΎری و i نقطه در ͳ΋ی اسپین دو بین ͳهمبستگ تابع

⟨SiSj⟩. (٨٣)

اختیار را 1 ͳیعن خود بیشینه مقدار تابع این باشند هم مثل Sj و Si هرگاه هستند. هم مثل Sj و Si مقدار چه که کند ͳم بیان ͳهمبستگ تابع این

از ͳ΋ی که ͳوقت که چرا شود ͳم صفر با برابر کامل ͳهمبستگ غیاب در و شده Έکوچ مقدار این باشد، کم ͳشباهت چنین که ͳوقت اما کند. ͳم

ͳم صفر با برابر متوسط مقدار این نتیجه در و   است −1 که است 1 همانقدر  Sj ͳیعن دوم اسپین است کرده اختیار را 1 مقدار Si مثلا ها اسپین

شود: ͳم تعریف زیر صورت به ٩ متصل ͳهمبستگ تابع شود.

⟨SiSj⟩c := ⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩. (٨۴)

توضیح از قبل دهد. ͳم نشان را ͳمهم خاصیت ͳ΋فیزی نظر از ͳهمبستگ تابع این دهیم. ͳم نشان نیز G(i, j) با اوقات بیشتر را ͳهمبستگ تابع این

نشان j و i نقطه دو در شان متوسط مقدار حول را اسپین های خیز و افت ͳهمبستگ واق΄ در تابع این که کنیم ͳم توجه نکته این به خاصیت این

که: دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی واق΄ در دهد. ͳم

G(i, j) = ⟨δSiδSj⟩, (٨۵)

Connected Correlation Function٩
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زیر ش΋ل به را ͳهامیلتون باشد ͳکل ما استدلال و بحث که این برای پردازیم. ͳم کمیت این ͳ΋فیزی تعبیر به حال . δSi := Si − ⟨Si⟩ آن در که

گیریم: ͳم نظر در

H = H̃(S)−
∑
i=1

BiSi (٨۶)

برابر پارش تابع ندارد. ما استدلال ادامه در تاثیری ͳهامیلتون از قسمت این هاست. اسپین بین کنش برهم نوع هر دهنده نشان H̃(S) آن در که

با: است

Z =
∑
{S}

e−βH̃(S)+β
∑

i BiSi . (٨٧)

آوریم: ͳم بدست پارش تابع این از

⟨Si⟩ =
1

Z

∂Z

∂βBi
, (٨٨)

و

⟨SiSj⟩ =
1

Z

∂2Z

∂βBi∂βBj
, (٨٩)

با: است برابر متصل ͳهمبستگ تابع

⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ =
1

Z

∂2Z

∂βBi∂βBj
− 1

Z

∂Z

∂βBi

1

Z

∂Z

∂βBj
, (٩٠)

آوریم ͳم بدست محاسبه ͳکم با

⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ =
∂

∂βBj

(
1

Z

∂Z

∂βBi

)
, (٩١)

یا و

G(i, j) = kT
∂mi

∂Bj
(٩٢)

است j و i نقطه دو بین ͳهمبستگ تابع آن چپ طرف که چرا نامند ͳم ΁پاس تابع و ͳهمبستگ رابطه را رابطه این چرا دهد ͳم نشان ͳروشن به که

بین متصل ͳهمبستگ تابع که گوید ͳم ما به رابطه این است. j نقطه در ͳمغناطیس میدان تغییرات به i نقطه در مغناطش ΁پاس آن راست طرف و
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کند. ͳم تغییر مقدار چه i نقطه در ͳموضع مغناطش دهیم، تغییر را j نقطه در ͳموضع ͳمغناطیس میدان اگر که کند ͳم بیان واق΄ در j و i نقطه دو

انتشار باعث ها کنش برهم این ͳول کند کنش برهم اش کناری اسپین با تنها اسپین هر ͳیعن باشند، برد کوتاه همه ها کنش برهم که است مم΋ن

این اثر نیز دوردست های اسپین دهیم، ͳم تغییر نقطه Έی در را ͳمغناطیس میدان ͳوقت که نحوی به شوند ͳم سیستم کل در ͳهمبستگ نوع Έی

به را ΁پاس تابع و ͳهمبستگ تابع رابطه توان ͳم کنند. ͳم تغییر دوردست نقاط در مغناطش همان ͳیعن ها اسپین متوسط و کنند ͳم حس را تغییر

داریم: گیریم. ͳم ی΋نواخت را ͳمغناطیس میدان که تفاوت این با کنیم ͳم توجه (٨۶) ͳکل ͳهامیلتون به بازهم آورد. بدست نیز دیΎری ش΋ل

1

Z

∂Z

∂βB
= ⟨
∑
i

Si⟩, (٩٣)

و

1

Z

∂2Z

∂(βB)2
= ⟨
∑
i,j

SiSj⟩, (٩۴)

داشت: خواهیم محاسبه ͳکم با بنابراین

1

Z

∂2Z

∂(βB)2
− 1

Z2
(
∂Z

∂βB
)2 =

∑
i,j

⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ =
∑
i,j

G(i, j), (٩۵)

با برابراست چپ طرف اما

∂M

∂βB
= NkT

∂m

∂B
= NkTχ (٩۶)

که: ایم آورده بدست بنابراین است. ͳمغناطیس نفوذپذیری χ و کل مغناطش M =
∑

i⟨Si⟩ آن در که

∑
i,j

G(i, j) = NkTχ. (٩٧)

آید: ͳم در زیر صورت به بالا رابطه درنتیجه و G(i, j) = G(i− j) بنویسیم توانیم ͳم باشد ͳانتقال تقارن دارای سیستم هرگاه

∑
r

G(r) = NkTχ. (٩٨)

صورت به r به نسبت G(r) که شود ͳم نهایت بی دلیل این به χ واق΄ در کند. ͳم مشخص نیز را نفوذپذیری واگرایی منشاء خصوص به رابطه این

ترتیب این به کنند. ͳم ایفا نقش چپ سمت جم΄ در G(r) جملات از زیادی ͳخیل تعداد که کند ͳم افت طوری بل΋ه کند ͳنم افت نمایی

کند. ͳم پیدا ربط ͳبحران نقطه ͳ΋نزدی در ͳهمبستگ طول افزایش به ͳمغناطیس پذیری نفوذ واگرایی
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متوسط میدان تقریب در ͳهمبستگ تابع محاسبه ٨

با را احتمال تابع تقریب این در که چرا باشد صفر با برابر G(i, j) ͳهمبستگ تابع بایست ͳم متوسط میدان تقریب در که رسد ͳم نظر به اول نگاه در

معنا این به ندارد ͳهمبستگ نوع هیچ تابع این و کنیم ͳم جایΎزین P1(S1)P2(S2) · · ·PN (SN ) صورت به ضربی و غیرهمبسته احتمال تابع Έی

G(i, j) = kT ∂mi

∂Bj
رابطه از استفاده با و تقریب همین در توان ͳم وجود این با .⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ = 0 داریم همواره ͳتابع چنین برای که

را ͳتوضیح چنین محاسبه پایان از بعد کنیم ͳم ͳسع ما و دارد توضیح به نیاز است مم΋ن چیزی چنین چرا که این آورد. بدست را ͳهمبستگ تابع

بالا رابطه صورت این در دهیم. ͳم نشان آن نظایر و y و x بردارهای با را شب΋ه نقاط کنیم. ͳم معطوف محاسبه به را خود توجه فعلا کنیم. فراهم

شود: ͳم نوشته زیر صورت به

G(x,y) = kT
∂mx

∂By
. (٩٩)

کنش برهم J ضریب با هایش همسایه با نقطه هر که کنیم ͳم فرض ͳیعن گیریم ͳم نظر در ی΋سان را مدل ͳجفتیدگ ضرایب ͳسادگ برای ضمنا

آید: ͳم در زیر صورت به (١٠) رابطه صورت این در است. ناهمΎن ͳمغناطیس میدان Έی در نیز نقطه هر دارد.

mx = tanh

[
β

(
J
∑
z∈Nx

mz +Bx

)]
. (١٠٠)

داشت: خواهیم (٩٩ ) رابطه از استفاده با نتیجه در و گیریم ͳم مشتق βBy به نسبت رابطه این طرفین از

G(x,y) = cosh−2

[
β

(
J
∑
z∈Nx

mz +Bx

)]
×

[
Jβ

∑
z∈Nx

G(z,y) + δx,y

]
(١٠١)

mx ͳسیستم چنین برای دارد. قرار B = 0 ͳمغناطیس میدان در و است همΎن که کنیم ͳم محاسبه ͳسیستم برای را ͳهمبستگ تابع حال

فقط ͳهمبستگ تابع که فهمیم ͳم دارد وجود ͳسیستم چنین برای کنیم ͳم فرض که ͳانتقال تقارن از استفاده با چنین هم است. ثابت و ی΋نواخت

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به بالا رابطه بنابراین مستقل. طور به نقطه دو به نه و دارد ͳبستگ نقطه دو فاصله به

G(x− y) = cosh−2(βJzm)

[
Jβ

∑
z∈Nx

G(z− y) + δx,y

]
(١٠٢)

نوشت توان ͳم (١٠٠) رابطه از استفاده با که کنیم ͳم توجه ضمنا

cosh−2(βJzm) = (1−m2) (١٠٣)
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نتیجه در و

G(x− y) = (1−m2)

[
Jβ

∑
z∈Nx

G(z− y) + δx,y

]
(١٠۴)

صورت به شب΋ه نقطه هر کنیم. ͳم محدود م΋عبی شب΋ه به را خود توجه بعد به این از است. درست ای شب΋ه نوع هر برای رابطه این

شوند: ͳم نوشته زیر صورت به شب΋ه ی΋ه بردارهای شود. ͳم نوشته x = (x1, x2, · · ·xd)

e1 = (1, 0, 0 · · · 0), · · · ed = (0, 0, · · · 1). (١٠۵)

که دانیم ͳم فوریه تبدیلات و Έفیزی ͳریاض درس از

G(x− y) =
1√
(2π)

d

∫
e−iq·(x−y)G̃(q)ddq. (١٠۶)

آوریم: ͳم بدست ͳقبل رابطه به تبدیل این اعمال با نتیجه در

G̃(q) = (1−m2)
[
JβG̃(q)(2 cos q1 + 2 cos q2 + · · · 2 cos qd) + 1

]
(١٠٧)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در است. z = 2d م΋عبی بعدی d شب΋ه برای که ایم کرده استفاده این از درآن که

G̃(q) =
1−m2

1− (1−m2)Jβ
∑d

i=1 cos qi
. (١٠٨)

ماست نظر مورد آنچه که است این نکته ͳول کرد. حساب را ͳهمبستگ تابع الاصول ͳعل توان ͳم (١٠۶) رابطه و رابطه این از استفاده با بنابراین

های |q| تنها که گوید ͳم ما به (١٠۶) رابطه بزرگ های فاصله برای ای. فاصله هر برای نه و است بزرگ فواصل برای ͳهمبستگ تابع رفتار

توانیم ͳم حد این در کنیم. نگاه Έکوچ های تکانه ͳیعن Έکوچ های |q| در G̃(q) تابع رفتار به که است ͳکاف بنابراین و دارند اهمیت Έکوچ

بنویسیم:

G̃(q) ≈ 1−m2

1− (1−m2)Jβ(2d− |q|2)
. (١٠٩)

آوریم ͳم بدست رابطه این از

G̃(0) ≈ 1−m2

1− (1−m2)Jβ2d
. (١١٠)
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هم بر رابطه دو این تقسیم با نتیجه در و

G̃(q) =
˜G(0)

1 + ξ2|q|2
, (١١١)

آن در که

ξ2 :=
J(1−m2)

kT − 2dJ(1−m2)
. (١١٢)

است. طول بعد دارای که است ͳکمیت ξ

است نوشتن قابل زیر صورت به ͳهمبستگ تابع که دهید نشان تمرین: n

G(|x− y|) = f(
|x− y|
ξ

) (١١٣)

گوییم. ͳم ͳهمبستگ طول طول، این به است. ξ طول همین آید ͳم بوجود ͳهمبستگ تابع در که ͳطول مقیاس تنها که دهد ͳم نشان رابطه این

نوشت: زیر صورت به را ͳهمبستگ طول توان ͳم ͳبحران دمای بالای در که دهید نشان تمرین: n

ξ =
A+

T − Tc
(١١۴)

نوشت: توان ͳم نیز ͳبحران نقطه پایین در و

ξ =
A−

Tc − T
. (١١۵)

آورید. بدست را A− و A+مقادیر

.Έی با است برابر ν نمای متوسط میدان تقریب در براین بنا

است. Έی با برابر η نمای میانگین میدان تقریب در که دهید نشان (١١١) رابطه از استفاده با  : تمرین: n
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دوربرد های کنش برهم با آیزینگ مدل ٩

ها همسایه تعداد که ͳوقت متوسط میدان تقریب چرا دهد ͳم نشان که است جالب نظر نقطه این از برد دور های کنش برهم با آیزینگ مدل مطالعه

است: زیر صورت به مدل این ͳهامیلتون شود. ͳم دقیق حل Έی به تبدیل شوند ͳم نهایت بی

H = − J

N

∑
i,j

SiSj −B
∑
i

Si, (١١۶)

ͳنم است نشده تعریف جا این در ها اسپین برای ͳΎهمسای نوع هیچ که این دلیل به که کنید دقت هاست. اسپین همه بین کنش برهم آن در که

که است این مثل است همسایه دیΎر نقاط همه با نقطه هر که این بدلیل که گفت توان ͳم اصطلاحا ͳول است. بعدی چند مدل این که گفت توان

دقت باید چنین هم داد. بدست ͳخاص ͳهندس تعبیر آن از نباید و است اصطلاح Έی فقط این البته است. بعدی نهایت بی شب΋ه Έی شب΋ه این

بود. Nخواهد با متناسب و فزونور کمیت Έی انرژی که است صورت این در فقط که چرا است، شده تعریف J
N صورت به ͳجفتیدگ ثابت که کنید

است. درست فوق ادعای که دهید نشان اسپین هر های همسایه تعداد و ͳهامیلتون ش΋ل به توجه با تمرین: n

با: برابراست مدل این پارش تابع

Z =
∑
{Si}

eβJ
∑

i,j SiSj+βB
∑

i Si (١١٧)

تعریف با توانیم ͳم ببریم، کار به را میانگین میدان تقریب اگر

m :=
1

N

∑
i

Si (١١٨)

بنویسیم توانیم ͳم

Z ≈
∑
{Si}

e
∑N

i=1(Jm+B)Si = (2 cosh(β(Jm+B)))
N
, (١١٩)

اینکه ͳیعن گرفت نظر در اسپین گرمایی متوسط همان بایست ͳم را m متوسط میدان تقریب بنابر آن در که

⟨Si⟩ = m. (١٢٠)
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را پارش تابع کنیم. ͳم محاسبه دقیق صورت به را پارش تابع حال ایم. آورده بدست میانگین میدان تقریب از استفاده با را پارش تابع اینجا تا

بنویسیم: زیر صورت به توانیم ͳم

Z =
∑
{Si}

eβ
J
N (

∑N
i=1 Si)

2+βB
∑N

i=1 Si (١٢١)

برای شود. ظاهر Έی توان با
∑

i Si عبارت پارش تابع جای همه در که کنیم کاری بایست ͳم دهیم انجام را جم΄ این بتوانیم که این برای

کنیم: ͳم استفاده ͳگاووس های انتگرال مورد در زیر اتحاد از کار این

∫ ∞

−∞
e−

1
2ax

2+bx =

√
2π

a
e

b2

2a (١٢٢)

نویسیم: ͳم آن از استفاده با و

eβ
J
N (

∑N
i=1 Si)

2

=

√
N

4πβJ

∫ ∞

−∞
dxe−

1
2

N
2βJ x2+x

∑N
i=1 Si . (١٢٣)

آید: ͳم در زیر صورت به پارش تابع نتیجه در

Z =

√
N

4πβJ

∑
{Si}

∫ ∞

−∞
dxe−

1
2

N
2βJ x2+(x+βB)

∑N
i=1 Si . (١٢۴)

درآوریم: زیر صورت به را پارش تابع و داده انجام را ها اسپین روی جم΄ توانیم ͳم حال

Z =

√
N

4πβJ

∫ ∞

−∞
dxe−

1
2

N
2βJ x2

(2 cosh(x+ βB))N . (١٢۵)

یا و

Z =

√
N

4πβJ

∫ ∞

−∞
dxe−

1
2

N
2βJ x2+N ln(2 cosh(x+βB)) =

√
N

4πβJ

∫ ∞

−∞
dxe−Nf(x) (١٢۶)

درآن که

f(x) =
1

2βJ
x2 − ln(2 cosh(x+ βB)). (١٢٧)
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روش این در که دانیم ͳم کرد. حساب ͳزین نقطه روش از استفاده با و دقیق صورت به را انتگرال این توان ͳم نهایت بی سمت به های N برای

بنویسیم توانیم ͳم

(١٢٨)∫ ∞

−∞
dxe−Nf(x) =

∫ ∞

−∞
dxe−Nf(x0)−N

2 f ′′(x0)(x−x0)
2+··· = e−Nf(x0)

∫ y=∞

y=−∞
dye

−N
2 f ′′(x0)y

2

=

√
2π

Nf ′′(x0)
e−Nf(x0),

با: است برابر پارش تابع بنابراین است. کمینه f(x) آن در که است ای نقطه x0 آن در که

Z =

√
1

2βJf ′′(x0)
e−Nf(x0) (١٢٩)

آید: ͳم بدست زیر رابطه از نقطه این f(x) تابع ش΋ل به توجه با

x0
βJ

= tanh(x0 + βB). (١٣٠)

اما کرد. حساب را پارش تابع (١٢٨) رابطه در آن دادن قرار با سپس و آورد بدست را x0 مقدار نخست معادله این حل با توان ͳم بنابراین

توجه با که کنیم ͳم دقت کار این برای کنیم. روشن را x پارامتر ͳ΋فیزی معنای بایست ͳم نخست . نیست کار این به نیازی که داد خواهیم نشان

با: است برابر متوسط مغناطش پارش تابع اولیه تعریف به

m :=
1

N
⟨
∑
i

Si⟩ =
1

N

∂

∂βB
lnZ, (١٣١)

گرفت B به نسبت را مشتق توان ͳم و است ͳسادگ برای کار این ) شود. ͳم گرفته مستقل متغیر Έی عنوان به βB متغیر به نسبت مشتق آن در که

آوریم: ͳم بدست (١٢٩) رابطه به توجه با .m := 1
N ⟨
∑

i Si⟩ = 1
Nβ

∂
∂B lnZ دهیم قرار که معنا این به

m =
∂

∂βB
(−f(x0)) . (١٣٢)

آنها نوشتن از بنابراین و کنند ͳم میل صفر سمت به هستند 1
N با متناسب که ͳجملات N −→ ∞ حد در که ایم کرده دقت رابطه این نوشتن در

داشت: خواهیم نتیجه در ایم. کرده نظر صرف

m =
∂

∂βB

[
−1

2βJ
x20 + ln(2 cosh(x0 + βB))

]
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=
−1

βJ
x0

∂x0
∂βB

+ tanh(x0 + βB)[
∂x0
∂βB

+ 1]. (١٣٣)

رسیم: ͳم زیر ساده رابطه به دهیم قرار را x0

βJ مقدار (١٣٠) رابطه از tanh(x0 + βB) بجای اگر حال

m =
x0
βJ

. (١٣۴)

: آید ͳم در زیر صورت به ( ١٣٠) معادله نتیجه در

m = tanh(β(Jm+B)). (١٣۵)

برد بلند کنش برهم با آیزینگ مدل در که ایم کرده ثابت ترتیب این به آوردیم. بدست متوسط میدان تقریب از که است ͳحالت معادله همان که

دقیق. حل که دهد ͳم بدست را ای نتیجه همان میانگین میدان تقریب N −→ ∞ که حدی ͳیعن Έترمودینامی حد در و

آورید. بدست را δو α, β, γ ͳبحران نماهای و ͳبحران دمای دوربرد های کنش برهم با آیزینگ مدل برای تمرین: n

همسانگرد فرومغناطیس ١٠

ͳمدل توصیف به بخش این در دارد. نام Z2 گروه که گسسته گروه Έی تقارن ش΋ست با است همراه آیزینگ، مدل در خودبخود مغناطش پیدایش

با است همراه اینجا در نظم پیدایش دلیل همین به و دهد ͳم نشان را همسانگرد ͳهامیلتون Έی در بخودی خود مغناطش پیدایش که پردازیم ͳم

ͳهامیلتون توصیف با را خود کار دارد. هایی ͳویژگ چه و معناست چه به اینجا در تقارن ش΋ست که داد خواهیم توضیح پیوسته. تقارن Έی ش΋ست

Έی مقداری دو متغیر Έی جای به نقطه هر در کنیم: ͳم آغاز دارد نام هایزنبرگ مدل آيزینگ مدل جای به بار این که فرومغناطیس همسانگرد
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هم با زیر ͳهامیلتون با نامیم ͳم اسپین ͳسادگ برای هم باز را آنها که بردارها این و گرفته قرار است اتم Έی قطبش دهنده نشان که بعدی سه بردار

کنند: ͳم کنش برهم

H = −J
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj −B ·
∑
i

Si. (١٣۶)

با: است برابر پارش تابع متوسط، میدان تقریب در

Z =

∫
dS1 · · · dSNe

−βH ≈ Z =

∫
dS1 · · · dSNe

βSi·(Jzm+B) = Z1
N (١٣٧)

آن در که

Z1 =

∫
dSeβSi·(Jzm+B) (١٣٨)

کرد: محاسبه را زیر انتگرال توان ͳم ͳبراحت است. آسان پارش تابع این محاسبه شود. ͳم گرفته اسپین بردار های جهت همه روی انتگرال و

Z1 =

∫
dϕd cos θe|n| cos θ = 4π

sinh |n|
|n|

(١٣٩)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در

Z1 = 4π
sinh |β(Jzm+B)|
|β(Jzm+B)|

(١۴٠)

(١٣٧) رابطه به توجه با و

F = −NkT [ln 4π + ln(sinh |β(Jzm+B)|)− ln |β(Jzm+B)|] . (١۴١)

این آورید. بدست را متوسط مغناطش و گرفته مشتق ͳمغناطیس میدان به نسبت (١۴١) آزاد انرژی تابع یا (١۴٠) پارش تابع از تمرین:  n

است. ͳخارج ͳمغناطیس میدان امتداد در حتما آمده پدید مغناطیش که دهید نشان حالت معادله این از است. حالت معادله همان معادله

ͳبحران دمای دارد. وجود ͳجهت هر در بخودی خود مغناطش پیدایش ام΋ان است صفر ͳخارج ͳمغناطیس میدان ͳوقت که دهید نشان سپس

زیر صورت به سیستم این حالت معادله که دهید نشان راهنمایی: کنید. حساب آید ͳم پدید بخود خود مغناطش آن از تر پایین در راکه ای

است:

m = cothβ(Jzm+B)− 1

β(Jzm+B)
(١۴٢)
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همسانگرد فرومغناطیس در آزاد انرژی ١٠ . ١

انرژی تابع توانیم ͳم هم جا این در کردیم، حساب متوسط میدان تقریب در را آزاد انرژی تابع آیزینگ مدل برای پیشین بخش در که ͳل΋ش همان به

که دیΎر جاهای از بسیاری و جا این در البته آوریم. بدست سیستم این فاز گذار باره در ͳاطلاعات تا کنیم حساب میانگین میدان تقریب در را آزاد

نظم پارامتر ͳکل خصوصیات به توجه با بل΋ه دهیم. ͳنم انجام مرحله به مرحله را آزاد انرژی یا پارش تابع محاسبه داریم، سروکار فاز گذار پدیده با

رسد. ͳم نظر به ͳمنطق و معقول که نویسیم ͳم آزاد انرژی تابع برای ͳعبارت آن، های تقارن و است) بردار Έی که متوسط مغناطش همان (دراینجا

نظریه سرآغاز آنها کار جهت همین به کردند، ابداع ١٠ گینزبورگ و لاندائو های نام به شوروی جماهیر اتحاد فیزی΋دان دو بار نخستین را روش این

ͳم توجه نخست همسانگرد، فرومغناطیس مطالعه در روش این کاربرد برای هاست. پدیده از بسیاری در فاز گذار مطالعه برای لاندائو‐گینزبورگ

بنویسیم: توانیم ͳم ͳمغناطیس میدان غیاب در که کنیم

F = E − TS = −NJ z
2
m̃ · m̃− TNs(m̃, T ) (١۴٣)

کنیم ͳم تاکید هم باز است. m̃ با برابر ها اسپین متوسط مغناطش که ͳوقت است متوسط میدان تقریب در اسپین Έی انتروپی s(m̃, T ) آن در که

گسسته حالت خلاف بر شوند. ͳم ͳ΋ی مقدار دو این که است تعادل حالت در است. متفاوت تعادل حالت در مغناطش ِ مقدار با مقدار این که

داریم: را زیر های معادله (١۶ ،١۵) های معادله بجای واق΄ در نیست. ای ساده کار اینجا در انتروپی عبارت این ∫محاسبه
dSP (S) = 1 ,

∫
dSP (S)S = m̃ (١۴۴)

هست که هرچه انتروپی تابع نهایتا که بΎوییم توانیم ͳم اما کرد. محاسبه را آنتروپی سپس و P (S) تابع توان ͳنم رابطه دو این از که است مسلم و

داد: بسط زیر صورت به را آن توان ͳم m̃ = 0 های ͳ΋نزدی در بنابراین است. m̃ · m̃ از ͳتابع ͳیعن است اس΋الر ͳتابع

s(m̃, T ) = a− b

2
m̃ · m̃+ c(m̃ · m̃)2 + · · · (١۴۵)

m̃ · m̃ که ͳوقت ͳیعن برند،  ͳم سر به کامل ͳنظم بی در ها اسپین ͳوقت که است این اش دلیل باشند. ͳمنف حتما بایست ͳم ͳمربع جمله ضریب

ͳم صورت این در که کند، اختیار ͳ΋کوچ مقدار m̃ · m̃ ≪ 1 و شوند منظم ͳکم ها اسپین اگر حال .a با است برابر انتروپی است، صفر با برابر

است. نظم بی کاملا حالت انتروپی از کمتر که a− bm̃ · m̃ با است برابر آنتروپی، تقریبا آنگاه کنیم، نظر صرف بالاتر های مرتبه از توانیم

با: شد خواهد برابر آزاد انرژی تابع نتیجه در

F = −NTa−NJ
z

2
m̃ · m̃+NT

b

2
m̃ · m̃−NTc(m̃ · m̃)2 + · · ·

Landau and Ginzburg١٠
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= −NTa+ N

2
(bT − Jz)m̃ · m̃+NTc(m̃ · m̃)2 + · · · (١۴۶)

آن از کمتر یا بیشتر دما که این به بسته و شود ͳم مشخص Tc = Jz
b با که داریم ͳبحران دمای Έی که بفهمیم توانیم ͳم عبارت این از هم باز

دمای از کمتر دما ͳوقت چΎونه که دهند ͳم نشان ها ش΋ل این بود. خواهد (۵) های ش΋ل در شده داده نشان صورت به آزاد انرژی تابع باشد،

شود. ͳم ش΋سته ͳدوران تقارن ͳیعن دارد وجود ͳهامیلتون در که ͳتقارن است، ͳبحران

مرمین‐وگنر قضیه نام به ای قضیه ٢ بعد در دارد. سیستم فضای بعد به ͳبستگ نه یا هستند پایدار تنهایی به کدام هر کمینه نقاط این که این

اثر در که فازهایی 2 بعد در که دهد ͳم نشان و است ͳکل ͳخیل مرمین‐وگنر قضیه واق΄ در نیستند. پایدار نیمم ͳم نقاط این که دهد ͳم نشان ١١

به آنها برد بلند نظم ( ١٢ گولدستون مودهای به (موسوم بلندبر گرمایی خیزهای و افت اثر در و نیستند پایدار آیند ͳم بوجود پیوسته تقارن ش΋ست

خورد. ͳم هم

Mermin-Wagner١١

Goldstone Modes١٢
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قرار صفر در که دارد کمینه نقطه Έی فقط آزاد انرژی دماها این در است. T > Tc که ͳوقت است آزاد انرژی تابع راست، سمت ش΋ل :۵ ش΋ل

نیست. کمینه ی نقطه Έی دیΎر m = 0 نقطه دماها این در است. ͳبحران دمای زیر دما که ͳوقت است آزاد انرژی تابع چپ، سمت ش΋ل دارد.

هستند. ی΋سان هم با همه که دارد وجود کمینه نقاط از پیوستاری Έی بل΋ه

مفصل، ͳخیل محاسبات بدون البته و پدیده Έی های تقارن از هوشمندانه استفاده با و ͳسادگ به لاندائو‐گینزبورگ، نظریه ترتیب این به

متعدد های ͳویژگ نظریه این البته دهد. ͳم رخ دمایی چه در گذار است،  مثبت ΁پاس اگر و نه یا دهد ͳم رخ فاز گذار آیا که کند ͳم مشخص

کرد. مطالعه را آنها تر ͳاختصاص درسهای در توان ͳم و نیست ͳکنون درس موضوع که کند ͳم تعیین فاز گذار از هم را دیΎری

عرصه همه در که ͳدانان΋فیزی ͳیعن است، بیستم قرن در یونیورسال فیزی΋دانان آخرین از ͳ΋ی روسیه، در آذربایجان متولد فیزی΋دان لانداو

ͳکوانتوم Έانی΋م در ͳالΎچ ماتریس بندی صورت نویمان، فون جان از مستقل وی اند. داده انجام درخشان و بزرگ کارهای Έفیزی های

و ͳفرم مایعات لانداو‐گینزبورگ، نظریه دو، مرتبه گذارفازهای نظریه ،ͳابرشارگ نظریه دیامغناطیس، ͳکوانتوم نظریه ابداع کرد. کشف را

بنیادی، ذرات در نوترینوها ای مولفه دو نظریه ،ͳکوانتوم Έترودینامی΋ال در ب لانداو های قطب پلازما، Έفیزی در آ لانداو میرایی توصیف
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(Lev Davidovich Landau) (١٩۶١٩٠٨ ‐ ٨) لانداو داودیوچ لو :۶ ش΋ل

به ͳابرشارگ توصیف در اش مهم کار خاطر به لانداو هستند. او پیشتازانه کارهای از ͳبخش ،ͳپراکندگ ماتریس برای لانداو معادله بالاخره و

نتوانست داشت، سال همان در اتومبیل تصادف از که متعددی جراحات خاطر به اگرچه کرد، دریافت را Έفیزی در نوبل جایزه ،١٩۶٢ سال

گذشت. در جراحات همان اثر در بعد سال شش او شود. حاضر جایزه دریافت برای شخصا

همراه به او شود. ͳم شناخته دنیا تمام و روسیه در Έفیزی بزرگ معلم Έی عنوان به چنین هم لانداو بزرگ، های پژوهش بر علاوه

مدرن و Έکلاسی نظری Έفیزی همه شامل و پیشرفته ای دوره که نوشت را د نظری Έفیزی دوره نام به جلدی ده کتابی ج لیفشتیز ͳیوگن

هفته و ͳس فاصله در که کرد ͳطراح ه «Έتئوری نیمم ͳم» نام به ͳطراح نظری Έفیزی کامل دوره Έی از ͳآزمون او این بر علاوه است.

جهان بزرگ فیزی΋دانان از بعدها گذراندند، را آزمون این که آنهایی همه اما شدند، التحصیل فارغ آن از نفر ۴٣ تنها ،١٩۶١ تا ١٩٣۴ ساله

کرده سپری دانمارک در بوهر موسسه در را ͳکوتاه دوره تنها اگرچه کرد ͳم یاد اش معلم عنوان به بوهر نیلز از همواره خود لانداو شدند.

بود.
Landau Dampingآ

Landau Polesب

Yevgeny Lifshitzج

Course of Theoretical Physicsد

Theoretical Minimumه
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گینزبورگ لازارویچ ͳویتال :٧ ش΋ل

ͳزندگ که است علم جذاب و ͳچندوجه چهره های از ͳ΋ی و بیستم قرن نظری Έفیزی غول های از ͳ΋ی آ گینزبورگ لازارویچ ͳویتال

همتایان از بسیاری برخلاف درگذشت. شهر همان در ٢٠٠٩ نوامبر ٨ در و آمد دنیا به مس΋و در ١٩١۶ اکتبر ۴ در او داشت. پرفرازونشیبی

های پژوهش خاطر به ٢٠٠٣ سال در او است. خورده گره شوروی ͳسیاس تاریخ با جدایی ناپذیری به طور گینزبورگ کار و ͳزندگ خود، غربی

شوروی، زمان آن در رایج ͳعلم فرهنگ با مطابق او کرد. دریافت را Έفیزی نوبل جایزه ͳابرشارگ و بالا دمای ͳابررسان باره در اش اولیه

ͳهمجوش فرآیند و پلاسما روی بر کارهایش سو، Έی از داد. انجام بزرگ کارهای ͳمتفاوت کاملا های زمینه در که بود جام΄ فیزی΋دان Έی

تابش م΋انیسم Έفیزی اختر در دیΎر سوی از و کرد Έکم شوروی ͳهمجوش انرژی برنامه توسعه به و بود تأثیرگذار کنترل شده هسته ای

تئوری چنین هم است. کیهان رصد برای ͳاصل ابزار Έی امروزه تابش این داد. توضیح را که΋شان ها ͳمغناطیس میدان های در ͳنسبیت ذرات

و فکری شجاعت خاطر به خصوص به او است. مشهور نیز هسته ای) راکتورهای در رنگ آبی (تابش چرنکوف اثر مورد در گینزبورگ

علیه شد. تبدیل علم گرایی سرسخت مداف΄ و ضداستالینیسم صریح منتقد Έی به او شوروی، ͳفروپاش از پس که چرا شده، تحسین اش ͳاخلاق

مͳ کرد. ͳسخنران و مͳ نوشت شبه علم علیه و روسیه ͳآموزش سیستم در ارتدکس کلیسای نفوذ

Vitaly Lazarevich Ginzburgآ
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ها: تمرین و ها مسئله ١١

میانگین میدان تقریب در را پارش تابع بΎیرید. نظر در بعدی دو شب΋ه Έی در و ͳمغناطیس میدان حضور در را آیزینگ مدل :Έی مسئله n

باشند. شب΋ه های اتم از تا پن; شامل کدام هر که بΎیرید طوری را ها خوشه کنید. حساب ١٣ ای خوشه

کنید. حساب را فاز گذار دمای الف:

دارد: قرار V کل حجم به ͳمحیط در شود ͳم توصیف زیر ͳهامیلتون با که را اتم N شامل گاز Έی دو: مسئله n

H =

N∑
i=1

p2
i

2m
+
∑
i,j

V (|ri − rj |). (١۴٧)

زیراست: پتانسیل نیز V (r) و است ام i ذره تکانه pi عبارت این در

V (r) = ∞ if r < a, V (r) = 0 if r ≥ a. (١۴٨)

و کنید استفاده میانگین میدان تقریب از .a/2 شعاع با هستند ͳسخت های گوی مثل ها اتم که کند ͳم بیان پتانسیل این دیΎر عبارت به

آورید. بدست را گاز حالت معادله

، است صفر دمای در سیستم Έی که ͳوقت است. ͳکوانتوم فاز گذار باره در ͳمقدمات مفاهیم ͳبعض یادگرفتن مسئله این هدف سه‐ مسئله n

باشد، T = 0 که ͳوقت زیرا است برابر آن پایه حالت انرژی با آن آزاد انرژی و است پایه حالت در حتما

F = E − TS = E0 (١۴٩)

متوسط Έی بل΋ه نیست گرمایی متوسط Έی دیΎر E مثل ͳکمیت هر متوسط ͳسیستم چنین برای است. پایه حالت انرژی E0 آن در که

شود: ͳم حساب زیر صورت به که است ͳکوانتوم

⟨E⟩ = ⟨ψ0|Ĥ|ψ0⟩, (١۵٠)

Cluster Mean Field١٣
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موضوع اصل با مطابق و نیست خالص حالت Έی دیΎر سیستم حالت است صفر غیر دما که ͳوقت است. سیستم پایه حالت |ψ0⟩ آن در که

ͳیعن است بولتزمن وزن با مختلف های حالت از ͳمخلوط آماری Έانی΋م

ρ =
1

Z
e−βĤ (١۵١)

مثال عنوان به شوند: ͳم حساب زیر ش΋ل به ها متوسط غیرصفر دمای در است. پارش تابع Z = tr(e−βĤ) آن در که

E = tr(ρĤ) =
1

Z
tr(e−βĤĤ)

=
1

Z

∑
i

⟨ψi|e−βĤĤ|ψi⟩ =
1

Z

∑
Eie

−βEi (١۵٢)

نظر در را زیر ͳهامیلتون کنیم ͳمعرف را ͳکوانتوم فاز گذار نوع Έی از ͳمثال آنکه برای هستند. ͳهامیلتون های حالت ویژه ها |ψi⟩آن در که

بΎیرید:

Ĥ = −J
N∑

i,j=1

σz,iσz,j −B

N∑
i−=1

σx,i. (١۵٣)

است. شب΋ه ام i م΋ان در σa ͳپاوول اسپین عملΎر دهنده نشان σa,i عبارت این در

مغناطیس میدان در آیزینگ مدل ً اصطلاحا مدل این کند. ͳم توصیف را ͳمغناطیس میدان Έی در ها اسپین کنش برهم ͳهامیلتون این

سیستم این پایه حالت کردن پیدا است. x راستای در میدان آنکه حال و است z راستای در هم با ها اسپین برهم زیرا شود ͳم خوانده ͳعرض

بنابراین دارد. ͳبستگ ͳهامیلتون های پارامتر به پایه حالت این کنیم. پیدا را سیستم این پایه حالت که کنید فرض است. دشوار دقیق طور به

نویسیم ͳم

|ψ0⟩ = |ψ0(J,B)⟩. (١۵۴)

میدان مثل باشد کنترل قابل که است ͳهامیلتون پارامترهای از ͳ΋ی برحسب بل΋ه نیست دما برحسب فاز گذار Έی ͳکوانتوم فاز گذار

غیر طور به دیΎر چیز هر یا انرژی مثل نظم پارامتر Έی که است مم΋ن B پیوسته تغییرات با که معنا این به حاضر. مثال در ͳمغناطیس

شود: ͳم سنجیده زیر صورت به که است مغناطش نظم پارامتر ͳعرض ͳمغناطیس میدان در آیزینگ مدل در مثال عنوان به کند. تغییر ͳتحلیل

m := ⟨ψ0|σz|ψ0⟩. (١۵۵)

کنیم ͳم ͳسع که معنا این به کنیم ͳم استفاده میانگین میدان تقریب از فاز گذار مطالعه و پایه حالت انرژی از بالا حد Έی کردن پیدا برای

صورت به ضربی حالت Έی از شروع با

|Φ⟩ := |ϕ⟩ ⊗ |ϕ⟩ ⊗ |ϕ⟩ · · · |ϕ⟩ (١۵۶)

٣٩



کنیم: کمینه را زیر ͳوردش عبارت است اسپین Έی برای بهنجار ای ذره Έی حالت Έی |ϕ⟩آن در که

⟨Φ|Ĥ|Φ⟩. (١۵٧)

کنید. پیدا را (١۵٣) ͳهامیلتون پایه حالت میانگین میدان تقریب در الف:

آید. ͳم بدست Bاز ͳبحران نقطه Έی در فاز گذار Έی سیستم این در که دهید نشان و کنید پیدا J و Bبرحسب را نظم پارامتر ب: 

کنید. پیدا فاز گذار نقطه طرف دو در را پایه حالت انرژی پ: 

کنید: پیدا را زیر های ͳهمبستگ های تابع ، بعدی d م΋عبی شب΋ه Έی در د:

Gxx(i, j) ≡ ⟨σx,iσx,j⟩, Gzz(i, j) ≡ ⟨σz,iσz,j⟩. (١۵٨)

ͳم تش΋ر کردند یادآوری من به را درسنامه این اولیه متن از ͳالات΋اش که ١۴٠٣ سال در درس این دانشجوی بنیادی بهروز از :ͳقدردان n

آرمین بود. ͳریاض روابط و ضرایب از ͳبعض در مهم اشتباه چندین چنین هم و ͳویرایش اشتباه ها ده شامل درسنامه این اولیه نسخه کنم.

که درسنامه این نهایی نسخه کردند. یادآوری من به را اش΋الات این ͳتمام فراوان ش΋یبایی با ،١۴٠٣ سال در درس این دانشجوی ͳیدالله

اوست. سابقه بی لطف و Έکم این مرهون باشد، اشتباه کم امیدوارم

۴٠


